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Аннотация
Проводится численное исследование температурного режима полотна железной дороги в условиях
криолитозоны. Вычислительная реализация базируется на методе конечных элементов, позволяюще-
го проводит численное моделирование в сложной геометрической области. Рассматривается влияния
сезонных колебаний температуры окружающей среды, наличия теплоизоляционных материалов (пе-
ноплекс), снежного и надпочвенного покровов на температурный режим основания железной дороги.
Представлены результаты численного решение задачи в трехмерной постановке.
Ключевые слова:железнодорожное полотно, задача Стефана, метод конечных элементов, числен-
ное моделирование, криолитозона.
Summary
Numerical study of the temperature of the railway line in the conditions of permafrost. Numerical
implementation is based on the finite element method, which allows a numerical simulation in complex
geometric area. We consider the impact of seasonal fluctuations of ambient temperature, the presence of
thermal insulation (penoplex), snow-ground covers on the temperature regime of grounds of the railway is
provided. Numerical solution is permormed in the general three-dimensional case.
Key words: railway, Stefan’s problem, finite elements method, numerical simulation, permafrost.
Введение
Изучение изменение температуры грунтов под насыпью железнодорожного полотна является необхо-
димым элементом инженерно-геокриологического обоснования строительства железнодорожных путей
в районах вечномерзлых грунтов. При сезонном оттаивании мерзлых грунтов изменяются его физико-
механические свойства, что приводит к активации нежелательных криогенных процессов способных на-
рушить устойчивость земляного полотна и в целом воспрепятсвовать нормальному функционированию
инфраструктур Севера.
Для моделирования теплового режима грунта основанийжелезнодорожного полотна в условиях крио-
литозоны используется классическая модель Стефана, характеризующаяся заданием постоянной темпе-
ратуры на границе фазового перехода [1, 2]. Дискреатизация по пространству начально-краевой задачи
1)Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект 13-01-00719A) и НОФМУ РС(Я) (2014-01-0017)
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проводится методом конечных элементов. Для аппроксимации по времени уравнения используется чисто-
неявная схема с линеаризацией с предыдущего временного слоя. При построении математической модели
также необходимо учитывать сезонные колебания температуры воздуха, высоту снежного покрова и ра-
диационный баланс подстилающей поверхности, влияющие на глубину протаивания грунта под насыпью
железной дороги.
1. Математическая модель
Рассмотрим математическую модель, описывающую распределение температуры при наличии фазо-
вых переходов твердая фаза – жидкая фаза при некоторой заданной температуре фазового перехода T ∗
в области Ω = Ω− ∪ Ω+ (рис. 1). Для моделирования процессов теплопереноса с фазовыми перехода-
Рис. 1: Расчетная область
ми используется классическая модель Стефана, описывающая тепловые процессы, сопровождающиеся





− div (λ(φ) gradT ) = 0, (1)
где L – удельная теплота фазового перехода.
Для коэффициентов уравнения имеем следующие соотношения
α(φ) = ρ−c− + φ(ρ+c+ − ρ−c−),




0 T < T ∗,
1 T > T ∗,
где ρ+, c+ и ρ−, c− – плотность и удельная теплоемкость талой и мерзлой зоны, соответственно.
Поскольку рассматривается процесс распространения тепла в пористой среде, то для коэффициентов
имеем:
c−ρ− = (1−m)cscρsc +mciρi, c
+ρ+ = (1 −m)cscρsc +mcwρw,
где m – пористость. Индексы sc, w, i обозначают соответственно каркас пористой среды, воду и лед. Для
коэффициентов теплопроводности в талой и мерзлой зоне имеем аналогичные соотношения
λ− = (1−m)λsc +mλi, λ
+ = (1 −m)λsc +mλw.
На практике, фазовые превращения не происходят мгновенно и могут происходить в малом интервале




0, T 6 T ∗ −∆,
T − T ∗ +∆
2∆
, T ∗ −∆ < T < T ∗ +∆,




0, T 6 T ∗ −∆,
1
2∆
, T ∗ −∆ < T < T ∗ +∆,
0, T > T ∗ +∆.
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− div(λ(φ∆) gradT ) = 0. (2)
Полученное уравнение (2) является стандартным нелинейным параболическим уравнением.
Уравнение (2) дополняется начальным условием






Q(1−A) + I − α(T − Tair)
αR+ 1




= 0, x ∈ Γ2,
T = T0, x ∈ Γ3,
(4)
где ∂Ω = Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3 и Q – суммарная коротковолновая радиация, A – альбедо, α – коэффициент
конвективного теплообмена, I – длинноволновое излучение, Tair – температура наружного воздуха, R
– термического сопротивление наземного покрова (зимой – снега) [4].
2. Конечно-элементная дискретизация.
Для численного решения задачи проведем аппроксимацию уравнения (2) с учетом граничных условий
с использованием метода конечных элементов. Умножим уравнение для температуры на функцию v и














Q(1−A) + I − α(T − Tair)
αR + 1
vds = 0, ∀v ∈ H1(Ω).
(5)
Здесь H1(Ω) – пространство Соболева, состоящее из функций v таких, что v2 и |∇v|2 имеют конечный
интеграл.
Определим равномерную для простоты сетку по времени
ωτ = {t
n = n · τ, n = 0, 1, . . . , N0, τN0 = tmax},
и проведем аппроксимацию по времени с использованием стандартной чисто неявной схемы. Для линеа-
ризации уравнения воспользуемся простейшей линеаризацией, когда коэффициенты зависят от значения






















где T n = T (tn) ∈ H1(Ω) .
Таким образом, мы придем к следующей классической вариационной постановке задачи: Определить
T ∈ H1(Ω), (T (x, t)− Tc(x, t)) |ΓD ∈ H
1

































Q(1−A) + I + αTair
αR + 1
vds ∀v ∈ H1(Ω).
(7)
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Для численного решения мы должны перейти от непрерывной вариационной задачи (7) к дискретной.
Введем конечномерные пространства Vh, Vˆh, (Vh, Vˆh ∈ H1(Ω)) и определим в них следующую задачу:









































Q(1−A) + I + αTair
αR+ 1
vds ∀vh ∈ Vˆh.
(8)
Заметим, что выбор пространства Vˆh непосредственно вытекает из типа применяемых конечных элемен-
тов. В простейшем случае используется линейные базисные функции.
3. Численные результаты.
Представлено численное моделирования температурного поля поджелезнодорожным полотномАЯМ
"Беркакит–Томмот–Якутск". В практике для увеличения охлаждения грунта на телах бермы и насыпи
используется теплоизоляционные материалы из пеноплекса.
Рис. 2: Расчетная геометрия и сетка
Расчетная область состоит из нескольких слоев грунта (песок, суглинок, щебенистый грунт) и пено-
плекс (рис. 2). Грунт имеет начальную температуру T0 = −30С. Будем предполагать, что таяние грунта
происходит при T∗ = 00С. Температура на поверхности задавалась с учетом амплитуды колебания тем-
пературы воздуха по рассматриваемой территории, которая варьирует в пределах от −550С – зимой и
+300C – летом. Граничные условия учитывают такжу снежный покров, который играет большую роль на
формирование теплового режима грунтов, поскольку характеризуется большим термическим сопротив-
лением вследствие его незначительной плотности и низкого коэффициента теплопроводности.
Распространение температуры осенью 3 года представлено на рис. 3. Расчеты проводились с шагом
по времени τ = 1 день. Заметим, результаты иллюстрируют, что наличие теплоизоляционных материалов
из пеноплекса ведет к охлаждению грунтов основания насыпи.
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Рис. 3: Распространение температуры
Геометрическая область и расчетная сетка построены с помощью программы Gmsh. Численная реа-
лизация проводится с использованием вычислительного пакета Fenics, который реализует метод конеч-
ных элементов [3]. Для визуализации численных результатов используется программа Paraview.
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